Anvendt medisinsk statistikk

Var 2010
Diagnostiske tester

Eirik Skogvoll

1l.amanuensis dr.med.
Enhet for Anvendt klinisk forskning (AKF)

@NTNU Al

Oversikt

e Malin Dogl: “Partus-testen”, blir det fedsel innen 3 dggn?
e Grunnleggende om diagnostiske testers egenskaper
— Vanlig 2*2 tabell, forutsetter “gullstandard” og bineert utfall (ja/nei)
— Sensitivitet og spesifisitet
« Beskrive testene sannsynlighetsteoretisk og statistisk
— Betinget sannsynlighet
— Binomisk fordeling
— Presisjonsmal (konfidensintervall, asymptotiske og eksakte)

— McNemars test for sammenlikning av to metoder mot samme
“gullstandard”

« Anvendelse av tester i populasjoner med forskjellig sykdomsprevalens
— Bayes regel: snur problemstillingen “opp-ned”
¢ ROC: testens egenskaper ved forskjellige “cut-off” verdier
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Hierarki (Thornbury 1991)

¢ Level 1: Technical efficacy
(bildekvalitet, optimal blodprgve-timing etc.)
e | Level 2: Diagnostic accuracy efficacy
(sensitivitet, spesifisitet, ROC)
« Level 3: Diagnostic thinking efficiency
(klinikerens endring av vurdering far/etter testresultat)
e Level 4: Therapeutic efficacy
(i hvilken grad test-resultatet faktisk pavirker behandlingen)
¢ Level 5: Patient outcome efficacy
(reduksjon i antall dgde, bedret livskvalitet)
« Level 6: Societal efficacy
(kost-nytte i et samfunnsmessig perspektiv)
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Betinget sannsynlighet

Definisjon (Rosner Def. 3.9, s. 55)

Sannsynlighet for hendelse B gitt hendelse A
Pr(ANB) v
Pr(A) Vi omdefinerer _
utfallsrommet fra S til A

Pr(B|A) =

Rosner fig. 3.5,
S 552
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Tester: Grunnleggende
egenskaper
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Diagnostisk test — egenskaper

Sensitivitet

Fasit Syk g p =
Frisk 7 o

Falsk positiv

Ho: pasienten er frisk ~ vs.  Hj: pasienten er syk

1_0'R

Spesifisitet

Test resultat
Syk Frisk

o = False positive rate = Type 1 feil: forkaste Ho nér Ho er sann
B = False negative rate = Type Il feil: akseptere Ho nér H, er feil
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Mal pa testens "godhet”

» Sensitivitet (sensi- syk -itet) = true positive rate = 1-
e Spesifisitet (spesi- frisk- itet) = true negative rate = 1- o
» [Accuracy = Youden's index 1— (a+p)]

e Receiver Operating Characteristic (ROC)

e [Likelihood ratio of a positive result (LR+) ]

* [Vektet « (kappa)]
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Diagnostisk test — estimering fra et
utvalg

Test resultat

Syk Frisk
Fasit  Syk N, sy 0 n,
Frisk 7 rn Mo No
m, mo N
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Binomisk fordeling

@NTNU
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Binomisk fordeling

Binomisk forsgksrekke:

n uavhengige forsgk

to mulige utfall i hvert enkelt forsgk:
{suksess} eller {svikt = “failure}

Pr ({suksess}) = p (el. n) , konstant fra forsgk til forsgk
Pr ({svikt}) = g = (1-p) (el. 1- &), ogsa konstant
X (tilfeldig variabel) = {antall suksesser ila. n forsgk)
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Binomisk fordeling

Eksempel (Rosner expl. 4.23, s. 95)
Hva er sannsynligheten for at akkurat celle nr. 2 og celle nr. 5 blant totalt
5 celler i et blodutstryk er ngytrofil (©)?
P({naytrofil}) =p=72=0,6
Fra multiplikasjonsloven ...

Pr({s ©® ® ©})
= Pr({®})* Pr{©})* Pr({s})* Pr({#})* Pr({©})
= g*p*q*q*p = (1-0,6)*0,6*(1-0,6)*(1-0,6)*0,6
= (1-0,6)2*0,62 = 0,023

es ST. OLAVS HOSPITAL
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Binomisk fordeling

Eksempel (Rosner expl. 4.24, s. 95)
Men hva med sannsynligheten for at 2 vilkarlige celler blant totalt 5 er ngytrofile?

Rosner thl. 4.5,  Ppossible orderings for 2 neutrophils out of 5 cells

s. 95,
. XX000 0XX00 00X0X
X =ngytrofil X0X00 0X0X0 ———
(tidl. kalt “©™) X00X0 [ oxoox | QM[
X000X 00XX0

0 = annen celle

es ST. OLAVS HOSPITAL
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Binomisk fordeling

Definisjon (Rosner Eq. 4.5, s. 93)

Pr(X =K) = @ phqM = @ 0" (L= p)"* .= @ﬂk (L—m)"

Eksempel (Rosner expl. 4.25, s. 93)
Hva er sannsynligheten for & fa 2 gutter blant 5 barn i en familie, gitt Pr ({gutt}) =
057?

5 1
Pr(X=2)= [2) -05°0,5° =2'i'3' -0,5°=10-05"=0,3125
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Binomisk fordeling - eks. (Rosner Fig. 4.4, s.
102)

0.6

0.5
_ 04f
-
1 =
x 03
< 02f
0.1} |
(')[} 1 | | 1 | | | | | | | |
0 5 10
k

(a)yn=10, p= .05

Tabell 1 (Rosner, s. 817) gir eksakte verdier i binomisk fordeling
medn=2,3,...,200gp (el. n) fra 0,05 til 0,5
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Diagnostisk test — resultat fra
undersgkelse

Falske negative

Test resultat

Syk Frisk
Fasit  Syk ¥ So n,
Frisk P r fo o ng
my Mo ' N
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Vi “ser lett” at:

Antallet som er test positive blant syke utgjgr en binomisk forsgksrekke:

n, uavhengige “forsgk” (personer)

to mulige utfall i hvert enkelt forsgk: {positiv} eller {negativ}

Pr ({positiv|syk}) = 1- o, konstant sensitivitet fra person til person
s, (tilfeldig variabel) = {antall test positive i.l.a. n forsgk)

Do. for test negative blant friske.
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Estimering i binomisk fordeling
Punktestimat (Rosner kap. 6.8)

e Vi har observert X "suksesser” i n forsgk - hva er vart beste
estimat for p ( el. n)?

p=r-= X (Rosner eq. 6.16, s. 192)

n
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Estimering | binomisk fordeling
Konfidensintervall (Rosner kap. 6.8)

» Konfidensintervall for p (el. «t) er gitt som (p,, p,) 0g angir
"plausible verdier for p, gitt vare observasjoner”.
Et mal pa presisjonen av estimatet.

»  Symmetrisk Cl, basert pa N-tilnaerming (Rosner eq. 6.19):

A~

(P, P)=PF 2 o % (bare hvis npg > 5)
2
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Eks. Observert 219 test pos. blant totalt 300
syke.

p= % =0.73§=0.27, dvs. npg =59 (ok)

95% Cl = (p,, p,) = pF 2, qu setter %:o.ozs &2 =196
. )

0.73.027 _
300
=0.7371.96-0.0256 = 0.7370.0502 = (0.68 , 0.78)

Dvs. 95% CI=0.73¥1.96-
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Estimering i binomisk fordeling
Eksakt konfidensintervall (Rosner kap. 6.8, eq. 6.20)

100 % (1— ) konfidensintervall for p (el. z)
er gitt ved (p,, p,) der

(N
Pr(X>x|p= pl) :%: Z(k] plk @a- pl)nfk
k=x

(p, angir nedre grensen for hvor liten p kan veere,
og likevel forenlig med den observerte x)
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Binomisk fordeling, n = 300, p = 0.60, E(X) = 180
©
54
8
<
o
x<
I8
s . P(X >= 219) = 9.1e-07
< —
3 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224 225
p,.hvor 5 X
I Iten Binomisk fordeling, n = 300, p = 0.65, E(X) = 195
o
I
kanp §
S
veere, o
£81 P(X >= 219) = 0.001
0og °
. o
Ilkevel 8l ---_—__
g 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224 225
H X
forenlig
< Binomisk fordeling, n = 300, p = 0.70, E(X) = 210
med x? &
P(X >=219)=0.11
-1
n o
23]
:) 1 T
o 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224 225
X
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Estimering i binomisk fordeling
Eksakt konfidensintervall (Rosner kap. 6.8, eq. 6.20)

100 % (1- «) konfidensintervall for p (el. )
er gitt ved (p,, p,) der

x.n
Pr(X <x|p=p,) =02‘=2(k] P, p,)""
k=0

(p, angir gvre grensen for hvor stor p kan veere,
og likevel forenlig med den observerte x)
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Binomisk fordeling, n =300, p = 0.75, E(X) = 225
<
S
=° P(X <= 219) = 0.23
o
i3
8
B 215 216 217 218 219 220 221 222 223 204 225
X
Binomisk fordeling, n = 300, p = 0.80, E(X) = 240 pZ: hvor
. stor kan
3 =LA
=8
ne p veere,
2y
2
s P(X <= 219) = 0.002 09
3 IE———— | i
8 IKeve
b= 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224 225
X .
forenlig
s Binomisk fordeling, n = 300, p = 0.85, E(X) = 255
& med x?
by
2o
ne
=8
AL
o = 219) = 6.0e-
8 P(X <= 219) = 6.0¢-08 O
= 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224 225
X
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Visuelt...

Binomisk fordeling, n =300, p = 0.68 Binomisk fordeling, n =300, p =0.78
— 9 —
w €7
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2 g =
= i
£ 8 z
T & g
24
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g
s El
G D
o) Iom /=Bl
s
215 216 217 218 219 220 221 222 223 224 225 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224 225
x x

Pr(X>219p=068)  Pr(X<219Jp =0.78)
=0.025 =0.025
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= 1.89 Vi gnsker et tosidig
0.05, gitt ved (p4, P,)

=37, npq

39, obs. x

Ks. n
eksakt 95 % Cl for p, dvs a

E

p1) =

Pr(X > x| p

01 2 3 4

har observert

a veere, nar vi

9

p,: hvor liten kan p tenkes

(en sa stor) x = 37?
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Mer ngyaktig...

P (X=37|p,)
=0.025

- =

x = 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39

p:

0.7 0.094 0.064 0.037 0.018 0.008 0.003 0.001 0.000 0.000 0.000
0.75 0.144 0.126 0.094 0.060 0.032 0.014 0.005 0.001 0.000 0.000
0.8 |[0.134 0.156 0.156 0.132 0.093 0.053 0.024 |0.008|0.002 0.000
0.850.062 0.102 0.145 0.174 0.174 0.141 0.089 |0.041|0.012 0.002
0.9 0.009 0.023 0.053 0.101 0.160 0.206 0.206 0.150 0.071 0.016
0.95 0.000 0.000 0.002 0.009 0.031 0.085 0.180 0.278 0.278 0.135

Fra StatXact: ESTIMATION OF BINOMIAL PARAMETER (PI)

Number of Trials =39
Number of Successes =37
Maximum Likelihood Estimate of Pl = 0.9487

95.00% Confidence Interval for PI:
(Clopper-Pearson) ¢ 0.8268 , 0.9937)
(Blyth-Still-Casella) = ( 0.8298 , 0.9908)

®NTNU S LAk

Eks. n =39, obs. x =37, npg = 1.89 Vi gnsker et tosidig
eksakt 95 % CI for p, dvs a = 0.05, gitt ved (p,,p,)

Pr(X <x|p= p2>=§=2 P, (- p,)"*

p,: hvor stor kan p tenkes & vere, nar vi har observert (en
sd liten) x = 37?
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Krav:
P (X <37|p,)
=0.025

- =

x= 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39

P =

0.98 0 O O 0 0.001 0.006 0.035 0.140 0.362 0.455
0.985 0 O O O 0.000 0.002 0.018 0.095 0.329 0.555
0.99 O O O 0 0.000 0.001 0.006|0.051 0.266 0.676
0.995 0 O O O 0.000 0.000 0.001|0.015 0.161 0.822

Fra StatXact: ESTIMATION OF BINOMIAL PARAMETER (PI)

Number of Trials =39
Number of Successes =37
Maximum Likelihood Estimate of Pl = 0.9487

95.00% Confidence Interval for PI:
(Clopper-Pearson) =( 0.8268 , 0.9937)
(Blyth-Still-Casella) = ( 0.8298 , 0.9908)

@NTNU

Sensitivitet & spesifisitet:
utvalgsstarrelse

« Konfidensintervallet for p er bredest, lengst "pa midten” nzer p = 0.5

e Maksimal lengde av et symmetrisk (1- a)*100 % konfidensintervall,
basert pa N-tilneerming:

p Al — (bare hvis npg > 5)

@NTNU
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Konfidensintervall-lengde, N-tilneerming

1=2.z ™ og siden max (/54 )= 0.5
=N
2-zla~0.5
vilmax ()= ——2
M In
2
2 a Zl,z
dvs. I=—2 slikat n= 2
Jn

Eks. @nsker max lengde =~ 0,1 (= 10 %) dvs. presisjonen
er p = 0.05 («5 % i hver retning»).

2

4 a 2
n= llz :[1%) ~19.6% =384

0.1

@NTNU

Konfidensintervall-lengde, eksakt

N-tilneerming er veldig konservativ. Betydelig smalere Cl "pa kantene”
(neer O eller 1).

Alternativer:

Prgve seg fram med mulige verdier i f.eks. StatExact
e Spesielt tabellverk.

» Grafisk avlesning av Rosner fig. 7, s. 833

@NTNU

<5 ST. OLAVS HOSPITAL

16



Sammenlikning av to metoder mot samme
"gullstandard” (her: biopsi/ histologi)

» Estimert sensitivitet (MGG) = 37/39 = 0.948 og sensitivitet (Pap) =
38/39 =0.974
Er de signifikant forskjellige?

» Problem: malt mot samme standard og saledes ikke uavhengige.... 3?2
test og Fisher’s eksakt test er begge uegnet.

e Benytter i stedet McNemar’s test (Rosner 10.4) og do.
spesialprosedyre for beregning av konfidensintervall (f.eks. StatExact)

@NTNU Al

Pap og MGG blant 39 tilfeller av BCC

Konkordant Diskordant

MGG
+ - 1
Pap + N 37 17 38
- 0 1, 1
37 2 39

Diskordant Konkordant

@NTNU Al
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MGG vs. Pap:
test og konfidensintervall for differans

Fra StatExact:

CONFIDENCE INTERVAL FOR A DIFFERENCE OF TWO RELATED BINOMIAL PROPORTIONS
BASED ON THE STANDARDIZED STATISTIC AND INVERTING TWO 1-SIDED TESTS

Statistics based on the observed 2 by 2 table :

Observed proportion for population MGG : piHat_1 = 0.9487
Observed proportion for population Pap : piHat_2 = 0.9744
Observed difference of proportions Pap-MGG = 0.0256
Results:
P-value 95.00% Conf. Interval

Method 1-sided(Pr{T .LE. t}) 2*1-sided for pi_2-pi_1

Asymp 0.1587 0.3173 C -0.0663, 0.1318)

Exact 0.2670 0.5340 C -0.0678, 0.1348)

@NTNU

Bayes regel
Bruk av tester i populasjoner med
forskjellig prevalens

®NTNU Al

18



Total sannsynlighet

Rosner Eq. 3.6, 8. 55
For to vilkarlige hendelser A og B er

Pr (B)=Pr (B| A)-Pr(A)+Pr(B| A)-Pr(A)

Pr (B) er na gitt som en
sum av to betingede
sannsynligheter!

®NTNU Al

Total sannsynlighet

Bevis

B=(BNnA)U(BNA) Aog A er gjensidig utelukkende

Pr(B)=Pr (BNA)+Pr(BnA)

Pr(BnA)
Pr(A)

Dvs. Pr(B)=Pr (B|A)-Pr(A)+Pr(B|A)-Pr(A)

F

Vivetat Pr(B|A)= < (BNA)=Pr(B|A)-Pr(A)
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Litt sannsynlighetsregning igjen ...

A ={positiv test}
B ={sykdom}

P(B) = sykdomsprevalens S ]
P(A|B) = sensitivitet

P(A|B) = « = "false positive rate"
P(AIB)
P(AB)

S = "false negative rate"

well

spesifisitet

P(A|B)+ P(AB) = 1 (hvorfor?)
< P(AB)=1- P(A|E) = = o = 1-spesifisitet
P(BJA) = PPV = PV" ="positiv prediktiv verdi"
P(BIA) = NPV = PV~ ="negativ prediktiv verdi"

@ NTNU +3+ ST. OLAVS HOSPITAL

Bayes regel

Definisjon (Rosner Eq. 3.9) Bayes regel/ teorem
Kombinerer uttrykkene for betinget og total sannsynlighet:

Pr(BnA) Pr(A|B)-Pr(B)

PPV RV S PBIA = Tora) T Pr(AIB) Pr(B)+ P(AI B) P@)

S —
B Et revolusjonerende
resultat ...

Vi har funnet en betinget
A sannsynlighet ved hjelp av de
“motsatte” sannsynlighetene!

vell

@ NTNU +3+ ST. OLAVS HOSPITAL




OBS! OBS!
Er testens egenskaper virkelig
uavhengig av prevalens?

Ikke ngdvendigvis.... Mulighet for bl.a. ”spectrum
bias”!

Testen kan veere utviklet i en klinisk situasjon der
sykdommen presenterer seg annerledes enn i andre

situasjoner...
Situasjon og presentasjon kan m.a.o. henge sammen ...!

@NTNU

Bayes regel

Eksempel (Rosner expl. 3.26, s. 61)

Prevalens av hypertensjon = Pr (B) = 0,2. Et apparat
klassifiserer 84 % av hypertensive og 23 % av normotensive som

hypertensive. Hva er PPV? NPV?

Pr (A|B) = 0,84 (sensitivitet)
og Pr (A|B) = 0,23 ("false positive rate")
dvs. spesifisitet = Pr (A|B)= 1-0,23 = 0,77

@NTNU
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Fra Bayes' regel far vi
Pr(A|B)-Pr(B)

Pr(A| B)-Pr(B)+Pr(A| B)-Pr(B)

3 sens- prevalens

~ sens- prevalens + (L—spes) - (L— prevalens)

3 0,84-0,2 0,168 _

0,84-0,2+0,23-0,8 0,352

PV’ =Pr(B| A) =

0,48

og tilsvarende
spes- (L— prevalens)

spes- (1— prevalens) + (1—sens) - prevalens

3 0,77-0,8 0,616

0,77-0,8+0,16-0,2 0,648

PV =Pr(B|A) =

0,95

®NTNU Al

ROC (Receiver Operating
Characteristic)

Testens egenskaper ved forskjellige “cut-off” verdier

®NTNU Al
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ROC

Ratings of 109 CT images by a single radiologist
CT rating by radiologist

True Definitely| Probably Probably Definitely

disease normal normal Questionable  abnormal abnormal

status ) (2) (3) (4) (5) Total

Normal 33 6 6 1 2 58

Abnormal 3 2 2 11 33 51

Total 36 8 8 22 35 109
Rosner
tbl. 3.3
0g 3.4,

. . ; o 1. S. 65
Kriterium “1+”: alle med rating 1 til 5 far diagnosen syk.

Finner samtlige syke, men identifiserer ingen friske.
Sensitivitet = 1, spesifisitet = 0, ‘false positive rate” = 1.

@NTNU

ROC

Ratings of 109 CT images by a single radiologist

CT rating by radiologist
True Definitely Probably Probably Definitely
disease normal normal Questionable  abnormal abnormal
status ) (2) (3) (4) (5) Total
Normal 33 6 6 11 2 58
Abnormal 3 2 2 1 33 51
Total 36 8 8 22 35 109

N

Kriterium “2+”: alle med rating 2 til 5 far diagnosen syk.
Finner 48/51 syke, og identifiserer 33/58 friske.
Sensitivitet = 0,94 Spesifisitet = 0,57 ‘False positive rate’ = 0,43
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ROC

Ratings of 109 CT images by a single radiologist

CT rating by radiologist
True Definitely Probably Probably Definitely
disease normal normal Questionable  abnormal abnormal
status ) (2) (3) (4) (5) Total
Normal 33 6 6 11 2 58
Abnormal 3 2 2 1 33 51
Total 36 8 8 22 35 109

~_

Kriterium “3+”: alle med rating 3 til 5 far diagnosen syk.
Finner 46/51 syke, og identifiserer 39/58 friske.
Sensitivitet = 0,90 Spesifisitet = 0,67 ‘False positive rate’ = 0,33

@NTNU

ROC

Ratings of 109 CT images by a single radiologist

CT rating by radiologist

True Definitely Probably Probably Definitely
disease normal normal Questionable  abnormal abnormal
status ) (2) (3) (4) (5) Total
Normal 33 6 6 11 2 58
Abnormal 3 2 2 1 33 51
Total 36 8 8 22 35 109

NS

Kriterium “5+:

alle med rating 5 far diagnosen syk.
Finner 33/51 syke, og identifiserer 56/58 friske.
Sensitivitet = 0,65 Spesifisitet = 0,97 ‘False positive rate’ = 0,03

@NTNU
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ROC

Ratings of 109 CT images by a single radiologist

CT rating by radiologist

True Definitely Probably Probably Definitely
disease normal normal Questionable  abnormal abnormal
status ) (2) (3) (4) (5) Total
Normal 33 6 6 11 2 58
Abnormal 3 2 2 1 33 51
Total 36 8 8 22 35 109

Kriterium “6+”: bare de med rating > 5 far diagnosen syk.
Finner ingen syke, identifiserer alle som friske.
Sensitivitet =0 Spesifisitet =1 ‘False positive rate’ = 0

@NTNU

ReSUItatet i Test positive criteria  Sensitivity  Specificity ‘False pos. rate’
sammenfattes i ™ 10 0 1
en tabell ... 2+ 94 .57 0,43
3+ 90 .67 0,33
(Rosner table a A 78 0.22
3.4,5s.65) 5+ 65 97 0,03
6+ 0 1.0 0
1.0,
9
8
i .
z " ... 0g vises
z SH som en ROC
5 4l kurve.
afr (Rosner fig.
2F 3.7,5.66)!
AF
ol 1 1 11111
n.1.2.34.5.6.8.910
1 - Specificity

@NTNU
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Kontinuerlig skala

(x)

Normal

begge typer feil

NB! Den valgte cut-off tillegger

(ar, ) like stor

vekt, noe som ikke alltid er

optimalt!

Diseased

My ! Hp

Variable, x

T

@NTNU

Cut-off verdi,
skiller friske
fra syke

<5 ST. OLAVS HOSPITAL

Specificity (1- o)
0-6 0-4 0-2

| T 1 |

Testens egenskaper ved

Her:
0-6 sens = 0.80

spes = 0.95

danner linjen.

Testens totale egenskape

Sensitivity (1-3)

0-2

0 | | 1

kurven (AUC):
- perfekt test, AUC =1
- unyttig test, AUC = 0.5

Flere tester kan sammenl
med AUC.

| 1 | ] | |

forskjellige cut-off verdier (x)
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